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Аннотация. Актуальность и цели. Предложен подход к повышению гибкости пред-
ложенных ранее одним из авторов вложенных кусочно-линейных регрессионных 
моделей за счет возможности включения в них непрерывных функций. Отмечено, что 
такое расширение класса вложенных конструкций является весьма актуальным, по-
скольку чем шире арсенал форм связи (типов аппроксимирующих функций) между 
независимыми переменными, который находится в распоряжении исследователя, тем 
более адекватную анализируемому объекту модель он в конечном счете построит. 
Указано, что в описанных моделях формализован лишь первый порядок вложенно-
сти, хотя он может быть также вторым, третьим и т.д. Кроме того, можно строить 
мультипликативные и аддитивные вложенные кусочно-линейные регрессионные мо-
дели первого и второго типов. Результаты. Показано, что при линейности непре-
рывных функций, входящих в состав вложенных кусочно-линейных регрессионных 
моделей, и использовании в качестве функции потерь суммы модулей разностей 
между расчетными и фактическими значениями зависимой переменной задача оце-
нивания параметров моделей сводится к задаче линейного булева программирования, 
приемлемой для реальных ситуаций размерности. Для ее решения могут быть при-
влечены эффективные программные средства, например размещенная в сети Интер-
нет в свободном доступе программа LPsolve. Выводы. Предложенный подход  
не только обеспечивает возможность расчета значений неизвестных параметров вло-
женных кусочно-линейных регрессионных моделей с непрерывными компонентами, 
но и позволяет выявить номера наблюдений, на которых сработали внешний и внут-
ренние минимумы в моделях. 
Ключевые слова: кусочно-линейная регрессия, непрерывные функции, простая  
и однородная вложенные кусочно-линейные регрессии, задача линейного булева 
программирования, функция потерь 
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Abstract. Background. An approach is proposed to increase the flexibility of nested piece-
wise linear regression models proposed earlier by one of the authors due to the possibility 
of including continuous functions in them. It is noted that such an extension of the class of 
nested constructions is very relevant, since the wider the arsenal of forms of communica-
tion (types of approximating functions) between independent variables that is at the dispos-
al of the researcher, the more adequate the analyzed object model he will eventually build. 
It is indicated that in the described models only the first nesting order is formalized, alt-
hough it can also be the second, third, etc. In addition, multiplicative and additive nested 
piecewise linear regression models of the first and second types can be built. Results. It is 
shown that with the linearity of continuous functions included in embedded piecewise line-
ar regression models and using as a loss function the sum of the modules of the differences 
between the calculated and actual values of the dependent variable, the problem of estimat-
ing model parameters is reduced to the problem of linear Boolean programming of a di-
mension acceptable for real situations. Effective software tools can be used to solve it, for 
example, the lpSolve program, which is freely available on the Internet. Conclusions. The 
proposed approach not only provides the possibility of calculating the values of unknown 
parameters of nested piecewise linear regression models with continuous components, but 
also allows us to identify the observation numbers on which the external and internal mini-
ma in the models worked. 
Keywords: piecewise linear regression, continuous functions, simple and homogeneous 
nested piecewise linear regression, linear Boolean programming problem, loss function 
For citation: Noskov S.I., Popov E.S. Nested piecewise linear regression models with con-
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Введение 
При построении математических моделей регрессионного типа для 

анализа сложных систем различного характера и масштаба нередко возникает 
необходимость в использовании комбинированных модельных конструкций, 
вызванная, в частности, природой изучаемых процессов или особенностями 
обрабатываемой исходной информации. Это позволяет существенным обра-
зом повысить адекватность разрабатываемых моделей по сравнению с тради-
ционными однородными формами. Так, в работе [1] предлагаются новые мо-
дели регрессии, полученные комбинацией методов наименьших квадратов, 
минимакса и наименьших модулей. Авторы работы [2] отмечают, что комби-
нация регрессионных моделей может быть привлекательна по нескольким 
причинам. Наиболее значимой причиной является то, что она обеспечивает 
повышение надежности и общей производительности регрессионной систе-
мы. Предлагаемый в статье метод сочетает в себе преимущества объединения 
регрессионных моделей и их динамического отбора, которые являются двумя 
основными категориями общего алгоритма объединения. Применяемые част-
ные алгоритмы проходят испытания на небольшом подмножестве обучающе-
го набора. В статье [3] при прогнозировании прочности высокоэффективного 
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бетона на сжатие применяется комбинация линейной регрессии, искусствен-
ных нейронных сетей и регрессии опорных векторов. В публикации [4] при 
исследовании оползней был проведен сравнительный анализ комбинирован-
ных двумерных моделей и логистических регрессий. Согласно результатам 
комбинированная двумерная модель и ее взвешенная модификация обеспе-
чили несколько более высокую точность прогнозирования, чем модель логи-
стической регрессии. В исследовании [5] предлагается новая модель логисти-
ческой регрессии, основанная на взаимодополняемости и сочетании активно-
го обучения и обучения с полуконтролем для использования немаркирован-
ных выборок с наименьшими затратами с целью повышения точности клас-
сификации заболеваний.  

Статья [6] посвящена комбинированию пошаговой регрессии с много-
слойной нейронной сетью перцептрона для разработки модели загрязнителей 
воздуха. Она обладает отличными прогнозирующими эффектами как для 
обучающего, так и для тестового набора, что указывает на ее хорошую спо-
собность к обобщению. Эта модель играет положительную роль в создании и 
продвижении миниатюрных детекторов качества воздуха, которые можно 
применять не только для его мониторинга, но и для анализа других показате-
лей окружающей среды. В работе [7] представлен подробный сравнительный 
анализ возможностей адаптивного обучения различных ключевых регресси-
онных моделей на основе машинного обучения для экстраполяционного ана-
лиза данных о пропускной способности, полученных на различных расстоя-
ниях связи пользователя с передатчиком gNodeB в новых радиосетях 5G. 
Кроме того, предлагается модель машинного обучения на основе случайного 
леса в сочетании с алгоритмом наименьших квадратов и методом настройки 
байесовских гиперпараметров для дальнейшего экстраполяционного анализа 
полученных данных. Исследование [8] посвящено разработке нового алго-
ритма объединения моделей для классификации в исследованиях биомарке-
ров. Он рассматривает взвешенные комбинации различных моделей логисти-
ческой регрессии. Описываются пять различных схем взвешивания; веса и 
алгоритм обоснованы с использованием теории принятия решений и резуль-
татов, связанных с риском. Моделирование проводится для оценки свойств 
предлагаемого метода объединения моделей на конечной выборке.  

Интересные результаты по комбинированию регрессионных моделей 
представлены в работах [9] (комбинированные регрессионные модели для 
описания данных, представленных в разных шкалах), [10] (комбинированные 
многофакторные модели, включающие временной тренд и дамми-перемен-
ные), [11] (сочетание нечеткой и классической регрессий), [12] (комбиниро-
ванный метод применения искусственной нейронной сети и регрессионного 
анализа для определения пиковой скорости пород на руднике), [13] (трендо-
вые модели с сезонной составляющей, адаптивные модели и комбинирован-
ная модель для получения долгосрочных, среднесрочных и краткосрочных 
прогнозов энергопотребления). 

Включение непрерывных составляющих  
во вложенные кусочно-линейные регрессионные модели 

Пусть при исследовании рассматриваемой сложной системы на выход-
ной фактор (зависимую переменную) у оказывают влияние входные факторы 
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(независимые переменные, предикторы) 1x , 2x , …, mx , т.е. исходить из нали-
чия регрессионной связи: 

ky = F( a ; 1kx , 2kx , …, kmx ) + kε , 1,k n= , 

где k  – номер наблюдения; n  – количество наблюдений (длина выборки 
данных); F – аппроксимирующая вещественная функция; a  – вектор пара-
метров; ε  – ошибки аппроксимации.  

При этом будем предполагать отсутствие какой-либо информации о ве-
роятностной природе данных, как это и принято в рамках логико-алгебраи-
ческого (аппроксимационного) подхода к анализу данных. Без потери общно-
сти будем предполагать также неотрицательность значений зависимой пере-
менной. 

Очевидно, что чем шире арсенал форм связи (типов функции F) между 
переменными, который находится в распоряжении исследователя, тем более 
адекватную анализируемому объекту модель он в конечном счете построит.  

В работах [14, 15] авторами предложены обобщающие известные ре-
грессионные кусочно-линейные модели, функции Леонтьева [16] и функции 
риска [17]. Различные формы вложенной регрессии: 

– простая вложенная кусочно-линейная регрессия первого типа: 

 { }min min { }, max { } ;k i I i ki i J i ki ky x x∈ ∈= α β + ε   (1) 

– простая вложенная кусочно-линейная регрессия второго типа: 

 { }max min { }, max { } ;k i I i ki i J i ki ky x x∈ ∈= α β + ε   (2) 

– однородная вложенная кусочно-линейная регрессия первого типа: 

 1
1min{min { }, ..., min { }} ;G

G
k i ki i ki ki I i Iy a x a x∈ ∈= + ε   (3) 

– однородная вложенная кусочно-линейная регрессия второго типа: 

 { }1
1max max { }, ..., max { } .H

H
k i ki i ki ki J i Jy x x∈ ∈= β β + ε   (4) 

Здесь индексные множества ,iI  1, ,i G=  и ,iJ  , ,1i H=  являются под-
множествами множества номеров независимых переменных {1,2,…, m } и 
могут иметь всевозможные непустые попарные пересечения: 

I , ,J  { } 1, 2, , ,iI m⊆ …   1, , i G=  { }1, 2, , ,iJ m⊆ …  1,i H= . 

В исследованиях [14, 15] отмечается, что нетрудно предусмотреть и 
другие частные варианты вложенных кусочно-линейных конструкций (1)–(4). 
По существу, в них формализован лишь первый порядок вложенности, хотя 
он может быть также вторым, третьим и т.д. Кроме того, можно построить 
мультипликативные и аддитивные вложенные кусочно-линейные регресси-
онные модели первого и второго типов.  

Вложенные регрессии (1)–(4) содержат только кусочно-линейные ком-
поненты. Предусмотрим расширение класса этих моделей, сделав его более 
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гибким за счет возможности включения в регрессии непрерывных дискрет-

ных функций ( ) , jKf ⋅  1,j L= . В результате получим следующие вложенные 
кусочно-линейные регрессионные модели с непрерывными компонентами: 

– простая вложенная кусочно-линейная регрессия с непрерывными 
компонентами первого типа: 

 ( ) ( ){ }1
min ,  , , min { }, max { } ;

LK K
k ki ki i I i ki i J i ki ky f x f x x x∈ ∈= … α β + ε   (5) 

– простая вложенная кусочно-линейная регрессия с непрерывными 
компонентами второго типа: 

 ( ) ( ){ }1
max ,  , , min { }, max { } ;

LK K
k ki ki i I i ki i J i ki ky f x f x x x∈ ∈= … α β + ε   (6) 

– однородная вложенная кусочно-линейная регрессия с непрерывными 
компонентами первого типа: 

( ) ( ){ }1
1

1min , , , min { },...,min { } ;
L

G
K K G

k ki ki i ki i ki ki I i Iy f x f x a x a x∈ ∈= … + ε  (7) 

– однородная вложенная кусочно-линейная регрессия с непрерывными 
компонентами второго типа: 

( ) ( ){ }1
1

1max ,  , , max { },...,max { } .
L

H
K K H

k ki ki i ki i ki ki J i Jy f x f x x x∈ ∈= … β β + ε  (8) 

Здесь ( ) 
jK

if x – непрерывные вещественные функции с аргументами 

ix , ji K∈ , 1,j L= . 
В случаях, когда оценивание неизвестных параметров вложенных ку-

сочно-линейных регрессий (1)–(4) производится в соответствии с методом 
наименьших модулей, т.е. путем минимизации функций потерь 

 
1

minn
kk=
ε → ,  (9) 

соответствующей городскому расстоянию между реальными и вычисленны-
ми по модели векторами значений зависимой переменной, задачи (9) могут 
быть сведены к задачам линейного булева программирования (ЛБП) (см., 
например, [18]).  

Оказывается, если функции ( ) , 
jK

if x  1,j L=  линейны, задачи (9) для 
вложенных кусочно-линейных регрессионных моделей с непрерывными 
компонентами также могут быть сведены к задачам ЛБП. 

Действительно, рассмотрим однородную вложенную кусочно-линей-
ную регрессию с непрерывными компонентами первого типа (7), в которой 

 1L G= = , а функция ( )
1

 K
kif x  линейна: 

 { }11min min { } ,,k i ki i ki ki Ii K
y x x∈∈

= α β + ε , 1,k n= .  (10) 
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Заметим, что в работе [19] рассмотрена простая вложенная кусочно-
линейная регрессия с линейной составляющей вне вложенной части. 

Для оценивания параметров iα , 1i K∈ , iβ  в (10) воспользуемся вычис-
лительным приемом, примененным в работах [18–20]. 

Введем следующие обозначения: 

1min { },k i kii Ih x∈= β  1, ,k n=  

1min( , ),k i ki ki K
t x h

∈
= α  1, .k n=  

Тогда задача ЛБП, эквивалентная задаче (9) для регрессии (10), примет 
следующий вид: 

 k i kih x≤ β , 1,k n= , 1i I∈ ,  (11) 

 ( ) 11i ki k kix h s Mβ − ≤ − , 1,k n= , 1i I∈ ,  (12) 

 1 1,kii I
s

∈
=  1,k n= ,   (13) 

 k kt h≤ , 1,k n= ,  (14) 

 1k i kii K
t x

∈
≤ α , 1,k n= ,  (15) 

 2 2k k kh t M r M− + ≤ , 1,k n= ,  (16) 

 1 2 0i ki k ki K
x t M r

∈
α − − ≤ , 1,k n= ,  (17) 

 k k k kt u v y+ − = , 1,k n= ,  (18) 

 0, 0, 0, 0, 1,k k k ku v h t k n≥ ≥ ≥ ≥ = ,  (19) 

 { }0,1 , 1,kis k n∈ = , 1i I∈ ,  (20) 

 { }0,1 , 1,kr k n∈ = ,  (21) 

 0iβ ≥ , 1i I∈ ,  (22) 

 ( )1
minn

k kk
u v

=
+ → .  (23) 

Здесь 1M  и 2M  – наперед заданные большие положительные числа. 

Задача ЛБП (11)–(23) имеет | 1I | + | 1K | + n | 1I | + 5 n  переменных, из ко-
торых n | 1I | + n  булевы, и 2 1  n I  + 6 n  ограничений без условий неотрица-

тельности (символами |I| и |K| обозначена мощность множеств I и K соответ-
ственно). Для ее решения могут быть привлечены эффективные программные 
средства, например размещенная в сети Интернет в свободном доступе про-
грамма LPsolve. 
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Для пояснения работы представленного выше алгоритма рассмотрим 
небольшой иллюстративный пример со сформированными с помощью датчи-
ка случайных чисел исходными данными. Пусть при 6n =  и 5m =  задана 
выборка данных: 

Х = 

6 2 8 2 4
7 9 4 4 8
6 2 9 9 6
4 8 6 2 3
3 2 8 4 6
1 4 91  6

 
 
 
 
 
 
 
  
 

, y  = 

3
7
8
6
3
6

 
 
 
 
 
 
 
  
 

. 

Сформируем индексные множества: 
1K = {1, 2, 3}, 1I = {4, 5}.  

После решения задачи ЛБП (11)–(23) получим следующие значения не-
известных переменных: 

α  = (–0,215, 0,795, 0,337), β  = (6, 1,667), 

S  = 

01 
01 
01 
01 
01 
1 0

 
 
 
 
 
 
 
  
 

, t  = 

3
7

3,552
5

3,643
6

 
 
 
 
 
 
 
  
 

, h  = 

6,667
13,333

10
5

10
6

 
 
 
 
 
 
 
  
 

, 

r  = 

0
0
0
1
0
1

 
 
 
 
 
 
 
  
 

, u  = 

0
0

4,448
0
0
0

 
 
 
 
 
 
 
  
 

, v  = 

0
0
0
0

0,643
0

 
 
 
 
 
 
 
  
 

. 

Таким образом, однородная вложенная кусочно-линейная регрессия  
с непрерывными компонентами линейного типа (10) примет вид 

1 2 3min{ 0,215 0 ,,795 0,337k k k ky x x x= − + +  

 4 5min{6 , 1 ,667 }} , 1,6k k kx x k+ ε = .  (24) 

При этом сумма модулей ошибок аппроксимации составила 

( )6
1

5,091k kk
u v

=
+ = , внешний минимум в регрессии (24) сработал в пер-

вом, втором, третьем и пятом наблюдениях на линейной части, а в четвертом 
и шестом – на кусочно-линейной. 
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Заключение 
В опубликованных ранее одним из авторов работах описаны вложен-

ные кусочно-линейные регрессионные модели: простая и однородная первого 
и второго типов. В настоящей статье представлены их более гибкие модифи-
кации, полученные за счет возможности включения в модели непрерывных 
функций. Показано, что при их линейности и использовании в качестве 
функции потерь суммы модулей ошибок аппроксимации задача оценивания 
параметров моделей сводится к задаче линейного булева программирования. 
Решен иллюстративный пример. 
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